MATEMATHKA 1
JEKIAJA 7

2-J17.1 OCHOBHE TEOPEME JU®EPEHLHUJAJTHOI' PAYYHA

PosioBa Teopema

Teopema (@epma-oea). Hexa je peanna ¢pynkumja f mudepeHnnjadbuimHa y
TauKd X, M HEKa je X, Tauyka JIOKalHOr ekcTpemyma ¢yHkuuje f . Tanma je
f'(x,)=0. Jloxa3z — Ha BexxOama (AT).

Teopema (Ponosa). Heka je peamna ¢ynkumja f nedunucana (6ap) Ha
CerMeHTy [a, b] u HeKa uCIymaBa yCiIoBe:

(i) f je HempeKWaHA HAa CETMEHTY [a, b];

(i) f je mubepeHIjabMIIHA Y OTBOPESHOM UHTEpBaNy (da, b) ;

(iit)  f(a)=f (D).
Taga nocroju ce(a,b) takBo ma je f'(c)=0. Jokaz — wnHa BexOama (AT).
Teomempujcra unmepnpemayuja: U'paduk pyHKIHje [ KOja UCTyHaBa yCIOBE (i) —
(iii), 6ap y jeHOj TauKH HaJ HHTEPBAIOM (@, b) WMa TaHISHTY MapajeiiHy X -OCH.

JlarpanxoBa Teopema

Teopema (Jlacpanicosa). Heka je peanna ¢pynkuuja f nedunucana (6ap) Ha
CErMeHTy [a, b] 1 HeKka HCIyHhaBa ycIoBe:

(i) [ je HempekWaHA Ha CErMEHTY [a, b];

(ii) f je mudepeHnMjabMIIHA y OTBOPSHOM UHTEpBay (a, b) .

Tana mocroju ¢ € (a, b) takBo na je f'(c) = w . Jloka3 — Ha BexxOama
(AT). Teomempujcxa unmepnpemayuja: I'paduk GyHKUHMje [ KoOja HCHyHaBa
ycnoBe (i) — (ii) uma Oap jeaHy Tauky HaJ MHTEPBAIOM (a,b) y K0jOj je TaHTeHTa
napaJie;lHa CeuuIm Kpo3 tauke (a, f(a)) u (b, f(b)).

Teopema. (Ilocneouya Jlacpanoicoee meopeme) Hexa dpynknmja f ucmymana
ycioBe (i) — (ii) u Heka je f'(x)=0 3a cBaku x €(a,b). Tanga je ¢yHkumja f
KOHCTaHTHa Ha MHTEpBaNY [a, b], Tj. mocToju 6poj C TakaB ga je f(x)=C 3a cBaku
x €la,b]. Hokaz — Ha BewxOama (Al).

KoumujeBa Teopema

Teopema (Kowwjesa). Hexa cy yHkumje f u g nebunucane (Oap) Ha
CEerMeHTy [a, b] W Heka uciymaBajy cienehe yciose:

(i) f W g cy HempeKuIHe Ha CeTMeHTty [a, b];

(i) f wm g cy mudepeHnrjabmiIHe y OTBOPpEHOM UHTepBany (a, b) ;

(iii) g'(x) #0 3acBaku x € (a, b).



f'© _ f(b)-f(a)

g'lc) gb)-gla)
(ADN). I'eomempujcka unmepnpemayuja — WCTa Kao 3a JlarpaHkoBy TeopeMy, camo
IITO ce caja nmocmarpa rpaduk Gysknuje y = h(x) 3aaare napamerapcku Ha cieachu

Tanma mocroju c € (a, b) TakBo na je

. Jloxa3 — Ha BexxOama

Ha4YuH:

x=g@), y=f@), telab].

2-J17.2 UCIIUTUBAKBE ®YHKUUJE IOMORY U3BOJA

HcnuTtuBamke MOHOTOHOCTH M HAJIa)KeH€ Ta4aKa JOKAJHUX ecTpemyma

Teopema. Hexka je dyHkumja f HEOpeKHUJHA HA CErMEHTY [a,b] w
midepennmjabunna y uarepsany (a,b). Axo je f'(x)>0 (f'(x)<0) 3a cBaku
x € (a,b), Tanaje f crporo pactyha (ctporo omanajyha) Ha cermenty [a, b]. Jlokas
— npumeHa JlarpanxoBe Teopeme, Ha BexOama (Al).

OBa Teopema MoOXxe na ce "lMokanusyje", MTo je YUYUmeHo y cienehoj meMu
(momohHoj Teopemn).

Jlema 1. Axo je pynkuuja f nudepeHunjabumHa y Tauku x, € D , M aKo je
nputom f'(x,) >0 (f'(x,)<0), Tama mocroju Ga3uuHa okomuHa B[Xx,,r) Tauke
%, TakBa fa jo f(x)<f(x) (f()> f(x) ako jo x<x,, a f(x)> f(x,)
S(x) = f(x) ,

X=X,

(f(x)< f(x,))akoje x>x,, 32 xeB[x,,r). Jloka3 — KOJIUYHHK

KOju Texu Ka f'(x,) Kag x — X,, IMa MCTU 3HaK Kao f'(X,) y HEKOj MyHKTHPAHO]
0a3MYHOj OKOJINHH TauKe X,,.

OBa nemMa MOXe J1a C€ HCKaXe OBAaKO: IO HABEJICHWM YCIIOBHMA, W3
HO3UTUBHOCTH (HEraTMBHOCTH) M3Boja (QyHKUHMje f y Tauku X, clIeIu Aa QpyHKIHja
"pacTe (omaaa) y Tauku Xx,".

OOpHYTO, KaKaB je U3BOJ] MOHOTOHE AudepeHnujadmHe QyHKIje?

Teopema. Heka je ¢yHkumja [ HenpekujHa Ha CerMeHTy [a,b] w
nudepennrjaduina y uatepsainy (a, b). Axo je mpurom f pacrtyha (onamajyha) Ha
cermenty [a, b], Tama je f'(x)>0 (f'(x)<0) 3a cBaku x € (a,b). Jlokaz —
S(xX) = /(%)

X=X,

KOJIMYHUK je HeHeraTuBaH (HEMO3UTUBAH) 3a X, X, € (a,b), x # x,, na

je TakaB u u3Box f'(x,), Ka0 TpaHUYHA BPEAHOCT TOT KOJIMYHUKA KaJ X —> X, .
Cmayuonapna mauka Qyukyuje — Tadka y KO0jOj je HM3BOA Te (YyHKLHjE
jennak Hymu. Panmje ycranoBsbeHa Depma-oBa Teopema TBPIH: jelaH MOTpedaH
yclIoB Ja Tadka x, Oyge Tauka JIOKaJHOI eKcTpemyMa ¢yHKuuje f
(mudepenujabuine y TOj Ta4KH) jecte qa x, Oyae ctanuoHapHa Tauka GyHKnuje f .

Hapenne Tpu Teopeme najy 10BoJbHE ycIoBe 1a (YHKIH]ja M JTOKATHU EKCTPEMYM Y
HEKOj TaYKH.



Teopema.  Heka je ¢yHknMja [ HeOpekugHa y Ta4KH X, € D ,
JudepeHnnjabuIHa y HEKO) MyHKTUPaHO] 0a3uuHOj OKOJIUHU B(X,, ) Tauke x,. AKO
je mputom f'(x)>0 (f'(x)<0) 3a xe(x,—7r,x%), a f(x)<0 (f'(x)>0) 3a
x€(xy, x,+r), Taga pyHKOMja f ¥MMa JOKAJIHU MAaKCUMyM (JIOKaJIHU MUHHUMYM) y
Tauku X,. Jloka3 — HemocpexHO Ha OCHOBY IPBE OJl TOPHUX TEOpEMa.

OBa Teopema MOXKe J1a ce MCKa)ke OBAKO: 0]l HABEJCHUM IPETIIOCTaBKaMa O
byskimju f, ako u3BogHa QyHKIMja f' GyHKUMje f, "mpu mposacky x Kpo3 Xx,",
"n_mn (OH

MaKCUMYM (JIOKaJTHU MUHUMYM) Y Ta4KH X, .

n_n

Mema 3Hak o1 "+" Ha Ha "+"), Tama ¢pyHKIMja [ WMa JIOKATHU

Teopema. Axo dyHkimja [ uMa OpYrH U3BOJ Y Taukd X, € D , M aKo je
nputoM f'(x,)=0 a f"(x,)<0 (f"(x,)>0), tama pyHkumja f uMa JOKAIHU
MaKCHMYM (JIOKaJTHI MHHHMYM) y Taukul X,. [loka3 — mpumeHa jgeme | Ha U3BOJIHY
¢byukimjy f', a3aTUM NpUMEHa MpeTxoaHe Teopeme (Ha GpyHKIujy f ).

Y 0B0j TeopemMH MOKe MPETNOCTaBKa Jla C€ M3MEHU TaKO Jla U IPYTH U3BOA
Oyne jeqHak HylIM y Tauykd X,, ald JAa y OOMIKBHM Tadkama Oyne HeraTuBaH

(mo3uTHBaH), IpH YeMy TeopeMa ocTaje Ha cHa3u. Tako ce mobuja crneneha aema.
Jlema 2. Hexa dyHkuwja f wWMa ApYrd W3BOJ Yy HEKOj 0a3MYHO] OKOJIWHU

B[x,,r) Tauke x,, u Heka je f'(x,)=f"(x,)=0. Axo je mpurom f"(x)<0
(f"(x)>0) 3a xeB(x,,r), Tana GpyHkuuja f HMMa JOKAJIHH MAKCUMYyM (JIOKaJIHH
MHUHAMYM) y Tauku X,. Jl0ka3 — mpuMeHa mpBe o rOpmHX Teopema (Tj. Teopeme o

BE3M MOHOTOHOCTH (PyHKIIMje U 3HaKa HEHOT MPBOT M3BOJA) HA M3BOJAHY (QYHKIH]Y
f' wua uHTepBanmy (x,—r,Xx,) u Ha uHTepBany (X,,X,+7), a 3aTUM NpuUMeHa (Ha
¢dbyHKIIMjy ) TeopeMe O MPOMEHU 3HaKa M3BOAHE QYHKIMje "MpH MPOIacKy X Kpo3
x,".

OBa jeMa 1 MpeTXoJHa TeopeMa MOTY Jla C€ YOIIITE TaKo J1a ¢e JPyTH U3BOJ
3aMEHH OWJIO KOJMM M3BOJIOM MapHoTr peaa. Hajnpe yomnmraBamo Jiemy.

Jlema 3. Heka je n Heku npupoaHu Opoj, Heka pyHknuja f wma 27 -TH

U3BOA |y Heko] 0a3uuyHO] OKonMMHUM B[x,,r) Tauke Xx,, U HeKa je
()= f"(x)=...= " (x,) =0. Ako je nputom f*’(x)<0 (f*’(x)>0) 3a
x € B(x,,r), Tama ¢yHkuMja f HMa JOKAIHHM MAaKCUMyM (JIOK&JIHU MHHUMYM) Y
Tauku x,. Jlokas — MHAYKIHMja [10 7, y3 IPUMEHY JIeMe 2.

(3ampaBo, y 0Boj Jlemu 1 Huje 6utHO na 6yne 1 (x,) =0. Moxe " (x,) u

na He nocroju. Vicro Baxu u3a f"(x,) y nemu 2.)

Teopema. Axo ¢pyHkuuja f uma 2n-TH U3BOJ Y TaukH X, € D , (neN) n
ako je mputoM f'(x,) = f"(x) =...= [ (%) =0 a [P (x) <0 (S (x;)>0),
Tajga QyHKIHMja f MMa JOKaJIHU MAaKCUMyM (JIOKallHM MUHMMYM) Yy Tauku X,. Jloka3s

— mnpuMeHa mpeTxoiHe TeopeMe Ha QyHkmujy 'Y, a sarmm, ako je n>1,
npumMeHa jieme 3 , ca n—1 ymecto n, Ha yHKIHjY f .



Axo (¢yHKIUja, HEMPEKWJIHA HAa HEKOM HWHTEpBaly, UMa KOHAYHO MHOTO
JIOKaJHHUX €KCTPEMyMa Ha TOM WHTEpBally, OHJA C€ JOKAJTHU MAKCUMYMHU M JOKAIHU
MUHUMYMH Haum3MeHWYHO HIKY. OBO ce oKa3yje Tako ITO ce, MPHUMEHOM ApyTre
BajepmTpacoBe Teopeme, mokake aa ce m3Mmel)y cBaka 1Ba JIOKaJlHA MaKCHMyMa
HaJla3d HEKW JIOKAJTHM MHHUMYM, W HW3Mel)y cBaka JBa JIOKaJlHa MUHUMyMa HEKH
JIOKaJTHA MaKCHMYM.

Heka je dynkiuja f HenpekuaHa HA CETMEHTY [a, b] u audepenHnujadbumHa y
uHTepBany (a, b), u HeKa ce TpaXu MakKCUMyM (MUHUMYM) QyHKIMjEe f Ha CETMEHTY
[a,b]. Ako je f(x,) TpaxeHH MakCUMyM (MHHHMYM) U X, j€ YHyTpalllba Tauka
cermMeHTa [a, b], oHza je x, jelHa cTalMoOHapHa Tauka QyHkuuje f, mpema depma-
oBOj Teopemu. [Ipema Tome, Tpeba ymopeauTu BpemHOCTH (PyHKIHje [ y HEHUM
CTallMOHAPHUM TauKaMa Ha CErMEHTy [a, b] ca BpeqHOCTHMA Koje QyHKLHja y3uMa y

KpajeBuMa Tor cermeHTa. HajBeha (HajMama) 0] CBUX THX BPEAHOCTH je TpPaKeHU
MakCUMyM (MUHUMYM).

HcenutuBame KOHBEKCHOCTH GyHKIMje H HAJIaKewe MPEeBOjHUX TAYaKa leHOoT
rpaguka.

AKo je KOHBeKCHa (yHKIHWja nudepeHnnjadiiHa, KakaB je HWeH H3BOI?
Crneneha Teopema caapku 0IrOBOp Ha TO THTAbE.
Teopema. Hexka je pynkuuja f neduHUCaHa M HETIPEKUAHA HA UHTEpBATY [ ,

U Heka je f mudepeHnujadmiHa y orBopeHoM uHTepBany [/ . [lorpebaH u noBoJbaH
ycioB 1a f Oyje KOHBeKCHa (KOHKaBHA) Ha [ jecTe na m3BoaHa GyHKimja f' Oyme

Heomasajyha (Hepactyha) Ha I . Jlokaz — Ha BexxOama (AI).

Axo y 0Boj Teopemu f' cTporo pacre (CTporo omajia) Ha uHTepBany I , Taga
je f cTporo KoHBeKCcHa (CTporo KoHkaBHa) Ha [ . Baxxu u oOpHyTO.

[TocToju jemHOCTaBHA Be3a KOHBEKCHOCTH (DYHKIIMjEe M 3HAKa EEHOT JIPYror
u3Boja. HapenHa teopema roBopu 0 TOMe.
Teopema. Hexa je pynkuuja f neduHucaHa M HEMIPEKUHA HA HHTEpBATy [ ,

¥ HEKa OHAa WMMa JPYrd M3BOJA y OTBOpeHOM WHTepBany [ . IlotpeGaH W 10BOJbaH
ycioB 1a f Oyie koHBekcHa (koHkaBHa) Ha [ jecte ma 6yme f"(x)>0 (f"(x)<0)

3a xel. Jlokas3 — TpUMEHa MPETXOJHE TeopeMe Ha (QYHKUHWjy f W paHUjuX

TeopeMa O BE3U MOHOTOHOCTHU (byHKI_II/Ije U 3HAKa BCHOT HpBOF H3BOJa Ha I/ISBO,Z[Hy
: !

Gynxmmjy f*.

Axo je y oBoj Teopemu f"(x)>0 (f"(x)<0) 3a xel, tanaje pyHkumja
J crporo koHBeKcHa (cTporo koHkaBHa) Ha [ . OOpHYTO HE BaKH.

Jom jenHa eeomempujcka unmepnpemayuja konsexcnocmu @ynxkyuje. Heka
je bynkuumja f HempekuAHa Ha MHTepBaly [/ W nudepeHnMnjabUIHA y OTBOPEHOM

unTepBany [ . Taga je f cTporo KOHBEKCHa (CTPOro KOHKaBHA) Ha [ aKo U caMo aKo

CBE TaukKe HEeHOT rpaduka Haj MHTEpBaiIoM [ Jexe u3Haj (MCroj1) OUIo Koje HBerose
TaHT'€HTE, U3Y3€B ILITO je JOJUpHA Tayka Ha TaHreHTH. J[oka3 — Ha BexxOama (AT).



Ilpesojna mauxa epaguxa ¢ynkyuje f — tauka (x,,f(x,)) Ha rpaduxy
¢byHkIMje f 3a Kojy nocToju 6a3uyHa oKolMHa B[x,,r) Tauke X, TakBa jaaje f Ha
uHTEepBaly (X, —7,X,] KOHBEKCHa a Ha HHTEpBaly [x,,X,+7) KOHKaBHA, WU
o0pHyTO, Ha wuHTepBalny (X, —r,X,] KOHKaBHAa a Ha UHTepBaly [Xx,,X,+7)
KOHBEKCHA.

Axo je (x,,f(x,)) mpeBojHa Tauka rpaduka ¢(yHKuUje f M aKo MOCTOjU
f"(x,), Tana mopa 6utu f"(x,)=0. OBo ciean u3 TeopemMe O Be3HM KOHBEKCHOCTH
(yHKIHje 1 MOHOTOHOCTH EEHOT MPBOT M3BoJa, 1 depma-oBe TeopeMe MpUMEHEHE
Ha ynkunjy f'. Hakue, yciaoB f"(x,) =0 je morpeban na tauka (x,, f(x,)) Oyne
npeBojHa Tauka rpaduka QyHkmnuje f .

Axo 3a ¢yHKUMjy f M Tauky Xx, € D , TOCTOJH HeKka 0a3snyHa OKONIHMHA
B[x,,r) Tauke x, TakBa Aa je f HempekugHa Ha B[x,,r) ay B(x,,r) uma Opyru
U3BOJ KOJU Me€ma 3HaK "IpU Ipolacky X Kpo3 Xx,", Taga je tadka (x,,f(x,))
npeBojHa Tauka rpaduka ¢pynkuuje f . OBoO cienu U3 TeopemMe O Be3H KOHBEKCHOCTH
(hyHKIIM]je ¥ 3HAaKa BEHOT Ipyror u3Bojaa. Jlakie, yclioB Aa Apyrd u3Boa GpyHknuje f
Mema 3HaK "IIPU NPONacKy X Kpo3 x," je JoBoJbaH ma Tadka (x,,f(x,)) Oyne
npeBojHa Tauka rpaduka GyHkmje f .

Axo y ropmeM craBy moctoju U f"(x,) u ako je f"(x,)=0 a f"(x,)#0,
taga he npyru n3Box f"(x) Memaru 3HaK "IIPH IpoJIACKy X Kpo3 x,", ma he Tauka
(x,, f(x,)) Ouru npesojHa Tauka rpapuka pyHkuuje f . OBO MOXKe U Ja c€ yOIITH

TakKo Ja ce Tpehu U3BOJ 3aMEeHU OHMJIO KOJUM M3BOJIOM HEMapHOT pejia, N3y3eB MPBOT.
Tako ce nobuja cneneha Teopema.

o

Teopema. Hexa Qyuxkuuja f uma 2n+1-Bu u3BOA y Tauku X, € D, , 32 HEKH
npupogHu 6poj n. Ako je mputom f'(x))=f"(x))=...= f*(x,)=0 a
% (x,)#0, Tama je Tauka (x,, f(x,)) TNpeBojHa Tauka rpapuxa QyHKIMje f .
Jlokaz — mpuMeHa TeopeMe O TOBOJFHOM YCJIOBY 3a MOCTOjae eKCTpeMyMa MPeKo
BUIIKMX nU3BoJa Ha (yHkimjy [ (ako je n>1), a 3aTUM IpUMeHA TEOpEMe O BE3U
MOHOTOHOCTH (DyHKIIMje W 3HAKa HEHOI MPBOT M3BOAa Ha (QyHKuWjy f", ma Ou ce
MOKA3aJI0 Ja APYTH U3BOA (QyHKIHMje f Mema 3HaK "HpH MPOJIACKY X Kpo3 X, ".

Hanaxeme acumnrora rpadguka

Hedunuyuja acumnmome. Hexa je kpuBa C y paBau Oxy 3anata
jemnHaunHoMm y = f(x), xe€(a,b), mnpu yemy je f jeaHa HempekuaHa (yHKIH]ja.
Kaxemo na kpuBa C donupe y beckonaunocm kad X — a +, OJTHOCHO ka0 X —> b —,
ako x’+yp° -+ Kag X —>a+, ONHOCHO Kaii X —>b—, MpH YeMy je Tauka
(x, ) maxpuBoj C,T1j. x€(a,b) nu y= f(x). Ilputom ce acumnmomom kpuse C
Kao x — a+, OJHOCHO Ka0 X — b—, Ha3uBa cBaka mpaBa p y paBHH Ox) TakBa
na pacrojame Tauke M (x,y) € C on mpaBe p TEXU HYJIH KaJ X —> d+, OJHOCHO
Kag x—>b—. VY ciuydajy ma ce mpaBa p MOXE 3aJaTH jeIHAYMHOM OOJIMKa
y=hkx+I (k,/eR), oHa ce Ha3zuBa Kkocom acumnmomom (CICIHjaTHO,



xopusonmannom ako je k=0), a y cayuajy a je BbEHa jeJHaYMHA OOJIMKa X = X,
(x, € R) — eepmukanrnom acumnmomonm.
Teopema. KpuBa C: y=f(x), xe(a,+») (xe(-w,b)), uma Kocy

ACHUMITOTYy Kag X —> 40 (Kag X —>—00) aK0 M caMO akKo IOCTOje TI'PaHH4HE
BPEITHOCTH

(gmM =k)

-0y

lim [f(x)~ke] =1 ( lim [f(x)~kx] = ).

X —> +o©

AKO OBe TpaHW4YHE BPEJHOCTH TOCTOje, Taja (M caMo Tanua) je mpaBa p:y =kx+1
Koca acuMritota kpue C kajg x — +oo (kax x — — ). Jlokaz — Ha BexxOama (AT).
CnenujanHo, aKO0 y TOPHKOj TEOPEMH IIOCTOjU TpaHWYHA BPEIHOCT
Xlir?w fx)y=1 ( Xlimw f(x)=1), Tama (u camo Tama) je mpaBa p:y=I[
XOpU30HTalIHa acumnrora kpuse C Kajg x — 40 (Kaj x — —o0).
Teopema. Kpua C: y = f(x), x € (a,b), uma BepTUKaTHY aCUMITOTY KaJ|
X —>a+ (xkag x > b—) ako u camo ako je Ylirral+f()c) =t (xli_>nblif(x) =two).

Ako je lim f(x) =t ( linbl, f(x) = £©), Tama (u camo Taja) je mpaBa p:

x=a (p: x=b) Beprukanna acumnroTa kpuBe C kag x > a+ (kax x — b—).

Hoxaz — Ha BexxOama (Al).
I'paduk dyHKIIMje ce 0OMYHO cacToju O/ KOHAYHO MHOTO KPHUBUX KaKBE CMO
yIPaBO Pa3MOTPHIIH.



